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Resumen

En el articulo que se presenta se introduce un modelo mixto de ordenes de magnitud para € tratamiento de
problemas en los que se dispone al mismo tiempo de datos reales cuantitativos, de datos cualitativos expresados en
un 8gebra de érdenes de magnitud, y de informacién sobre ciertas comparaciones entre ellos. Como continuacion
de trabajos anteriores se generalizan las definiciones de ciertas relaciones de comparabilidad entre nimeros reales
al caso de tener indistintamente nimeros reales y etiquetas cualitativas en el marco de un dgebra cualitativa de
ordenes de magnitud. Por Ultimo se presenta la aplicacion OM-LAB, que permite generar espacios cualitativos de
6rdenes de magnitud variable y definir en ellos funciones y operadores cualitativos.

1 Introduccion

Uno de los problemas mas importantes que se
han venido planteando en € razonamiento
cualitativo ha sido e céculo con variables
cudlitativas. En este articulo se define un
modelo mixto de 6rdenes de magnitud que
congtituye un marco de referencia adecuado
para poder representar problemas reales en los
gue las variables pueden tomar tanto valores
Cuantitativos como cualitativos.

Dentro del ambito del razonamiento cualitativo
con Ordenes de magnitud, hasta e momento, se
han utilizado dos tipos de modelos que
permiten trabgjar con informacion cualitativa,
éstos son los llamados modelos de érdenes de
magnitud absolutos y los de O6rdenes de
magnitud modelos relativos [Missier et a 89;

Travé-Massuyés e a 97, Raman 86;
Mavrovouniotis y Stephanopoulos 88: Dague
93ay b]. En este articulo se unifican criterios
dados desde ambos modelos para definir  un
modelo mixto de 6rdenes de magnitud. En él se
dispone de una referencia absoluta para
etiquetar las magnitudes, asi como de un
conjunto de relaciones binarias
(despreciabilidad, proximidad y
comparabilidad) en concordancia con el
lenguaje propio de dichas etiquetas.

En este trabgjo, se consideran las relaciones
binarias entre valores cuantitativos definidas en
[Sanchez et al. 96] y se generalizan de manera
natural a los casos de dos valores cuditativos y
de un valor cualitativo y uno cuantitativo. Las
relaciones de despreciabilidad y de proximidad
entre valores cuantitativos [Sanchez et al. 96]
se definian a partir de cocientes entre los
valores frontera que delimitan los intervalos



correspondientes a  distintas  magnitudes
cualitativas del modelo considerado, y son
invariantes por homotecias; a su vez la relacion
de comparabilidad se definia a partir de las
propias etiquetas cualitativas del modelo.

Los resultados que se presentan permiten la
aproximacion a problemas reales con datos
cualitativos y cuantitativos, es decir problemas
en los que no se dispone de suficiente
informacién cuantitativa como para establecer
un tratamiento numérico de los mismos, pero se
conocen operadores y relaciones binarias
definidas entre magnitudes que permiten
obtener resultados menos precisos pero méas
realistas que los que se obtendrian forzando una
resolucion numérica. En concreto, se utiliza €
modelo mixto para la resolucion de sistemas de
restricciones cuditativas y semicualitativas
dadas por ecuaciones lineales y relaciones
binarias. En este trabgjo se presenta también la
aplicacion OM-LAB [Agell 98], creada sobre
MATLAB (versién 5.1), que permite trabajar
en espacios de 6rdenes de magnitud mixtos.

2 Marco del trabajo: e mode-
lo absoluto de los 6rdenes
de magnitud

En esta seccién se describe e modelo de
ordenes de magnitud absolutos en que se
enmarca este trabagjo [Travé-Massuyés y Piera
89] y se recuerdan las definiciones de “tener €
mismo orden de magnitud”, la
“despreciabilidad” y la “proximidad” entre
numeros reales dadas en [ Sanchez et al. 96].

El Modelo Absoluto Completo de Ordenes de
Magnitud [Travé-Massuyés y Piera 89; Pieray
Travé 89; Missier et d 89] se construye a partir
de una particion de la recta real en 7 clases
como la de lafigura 1. Cada una de estas siete
clases recibe el nombre de etiqueta bésica o
descripcion bésica 'y corresponde a una de las
etiquetas. Negativo Grande (NL), Negativo
Mediano (NM), Negativo Pequefio (NS), Cero
(0), Positivo Pequefio (PS), Positivo Mediano
(PM), y Positivo Grande (PL), siendo S €
conjunto formado por estas etiquetas. S={NL,
NM, NS, O, PS, PM, PL}.

_b -a a b
I | | : .

|
NL NM Ns O ps pm  PL
Fig. 1

Dado un ndmero real r T R, [r] denotara la
etiqueta de r en S, es decir, & elemento del
conjunto S que contiene a nimero real r.

Dados dos elementos x, y en S-{0}, se definela
etiqueta [x, y] como e menor intervalo de la
recta real que contiene a x e y. Por gemplo,
dados NM, PS de S, la etiqueta [NM,PS] es €
intervalo real de extremos -by a.

El Universo Completo de Descripcion basado
en S, que es € Espacio de Cantidades que se
utiliza en este trabajo, es €l conjunto S*;

S*=SE{[xy] | xyl S{0}, x<y}.

En S* se considera larelacion de orden £ dada
por lainclusion de conjuntos:

ABT S, AEB s Al B

Esta relacion es la dual de la relacion de
precision, en € sentido de que se verifica AEB
sy s0lo ss Ay B son dos descripciones
cuaitativas de un mismo nimero real y A es
més precisa que B.

En la figura 2 se representa graficamente esta
relacion de orden:

N N | AN
N NM/ NS/ 0 \PS PM PL
Fig. 2. Lardacion £ en S*

Paratodo X T S*-{0}, se llama base de X d
conjunto By = {Bl S{0}: B £ X}, y paratodo
X1 S, B* ={Bl S BE£ X} eslabase
ampliadade X.

En S* se define la Igualdad Cudlitativa de la
siguiente manera:

A»BsiexisteX1 St ta que XEA y XEB,
que formalizala*® posibilidad de ser iguales”.



El concepto de operador binario consistente
con un operador real es e siguiente: una
operacion binaria D en S* es consistente con
una operacion binaria de larectarea * s para
cualesquiera A,B T S*, A D B es @ minimo
elemento de S* (como siempre respecto de la
inclusién) que contiene €l interior de A*B = {
ab|a A, bl B}.

Consideramos las dos operaciones A (Suma
Cualitativa o Q-suma) y A (Producto
Cudlitativo o0 Q-producto) como las
operaciones binarias de S* que son consistentes
con la suma real y con e producto real
respectivamente.

Lacuaterna (S*, », A, A) recibe e nombre de
Algebra Cualitativa de los Ordenes de
Magnitud.

En [Sanchez et al. 96] se definieron tres
relaciones binarias: “tener e mismo orden de
magnitud’, la “despreciabilidad” y Ila
“proximidad” entre niUmeros reales, inspiradas
en cierta manera en las relaciones binarias
introducidas en [Raiman 91], y perfeccionadas
posteriormente en  [Mavrovouniotis y
Stephanopoulos 88] y [Dague 93ay b], pero de
forma que se utilizan las etiquetas de dichos
nimeros en e conjunto Sy dan lugar a una
coherencia entre el modelo relativo que definen
y e modelo absoluto en e que estén definidas:

Definiciones
1. Sean x ey dos nUmeros reales, x ey tienen €
mismo orden de magnitud, x OM vy, .§ sus

valores absolutos |x| e |y| tienen la misma
etiquetaen S, esdecir: [[X[]|=[ |yl

2. Dados dos numeros redes x e y, X €S
despreciable con respecto ay, x Ney, si x=y=0
oy! 0y existe un nimero real k tal que:

[K=PL y &4 £ NS, P

eyu

3. Dados dos nimeros redes x e y, X €S
préximo a 'y, x Vo 'y, cuando tienen € mismo
orden de magnitud y su diferencia es
despreciable con respecto al maximo de sus
valores absolutos:

xVoyU xOMyU(x-y)Ne max{[x|, ly}

Dos cantidades son del mismo orden de
magnitud cuando, independientemente de su
signo, expresan € mismo tamario, es decir son
simultaneamente  pequefios, medianos o
grandes.

Con respecto a la relacion de despreciabilidad,
cuando y no es nulo, x es despreciable con
respecto ay s €l cociente kx/y es pequefio para
aglin nimero k>b. En efecto, teniendo en
cuenta la relacion de orden considerada en S*,
se tiene que las Unicas etiquetas [r] de S que
cumplen [r] £ [NS, PS] son NS, 0y PS. Asi,
el que x sea despreciable con respecto a y
significa que x es “bastante pequefio” con
respecto a y, pues aunque x haya sido
“aumentado”, a ser multiplicado por un
nimero grande, su cociente por y continda
siendo pequefio. Ademés, la condicidn para que
un numero real X sea despreciable con respecto
aotro y* 0 es equivaente a que [x/y| < a/b. Por
lo tanto, una condicion necesaria para que x
Ney es que sus valores absolutos satisfagan la
desigualdad [x|< ly|, ya que a/b < 1, para
cuaquier par de valores asignados a las
fronterasa y b.

La condicién para que dos nimeros reales sean
proximos es que la diferencia entre su cociente
y 1 sea suficientemente pequefia. Notese que s
dos nimeros son proximos, necesariamente,
tienen e mismo signo: en efecto, si x ey son de
distinto signo, entonces |x-y| = x|+ |y| 3
max (Jx|, |y]), por tanto esimposible que (X - y)
Ne max (||, ly]),yasi no(xVoy).

Un sistema de reglas de inferencia basadas en
estas tres relaciones entre nimeros reales puede
encontrarse en [Sanchez et al. 96].

3 Las relaciones Ne y Q-Ne
entre nUmeros y etiquetas
cualitativas

Las relaciones que serdn introducidas a
continuacion aparecen en la siguiente tabla:



yl A Eol S

1 A X Ne E2
X Q-NeE2
E1l S E1 Ney E1NeE2

E1 Q-Ney E1 Q-NeE2

En primer lugar, dado un nimero real x y una
etiqueta cualitativa E, pueden compararse a
través de dos relaciones de despreciabilidad en
los dos sentidos:

Definicion 1. x es despreciable con respecto a
E,xNeE,s xNey,"y ta que yl E.

A partir de esta definiciébn se tienen las
siguientes caracterizaciones:

Proposicién 1

1. SI[0]oNSoPSEE: xNeEU x=0

2. SI[0,NS,PSnofE, y EENMoPM: x
NeE U [x|£a%b

3. S E=NLoE=PL:xNeEU [x|£a

Demostracion:

1. Si[0] £E, entonces: x NeEP x NeOP x
=0

Si NS£ EoPSEE, entonces estrivia que
x Ne EU x Ne PS; por tanto x Ne E U
Ixly|<alb"yl (0,a)0 |x|<ay/b "yl
(0,a) U x=0.

2. S [0], NS, PSnof E, y EBENM o PM,
entonces estrivial quex NeE U x Ne PM;
por tanto, x Ne E U |x/y| < a/b" yl
(ab)U [x|<ay/b "yi (a,b)U |x|£a?b.
La Ultima equivalencia se demuestra de la
siguiente manera:

U) trivial, yaque a<y.

P ) tomando y, = a+ 1/n, entonces |x| <
a(a+ 1/n) /b " n; tomando limites para n
® +¥ seobtiene: x| £a?/b.

3. S E=NL o E=PL, entonces es trivial que x
NeE U x NePL; portantox NeE U |x/y|
<a/b"y>b U [x|<ay/b "y>b U [x|£a

La demostracion de la Ultima equivalencia
esandogaalaanterior.

Definicién 2. E es despreciable con respecto
ax,ENex, s yNex, "y taque yl E

Dada una etiqueta cualitativa de S*, €l conjunto
de nlimeros readles respecto a cual es
despreciable  aparece  caracterizado  a
continuacion:

Proposicion 2

1. SiNL oPLE E: no existen x tales que E Ne
X

2 SINL,PLNoEE, y E3NMoPM: ENe
x U2 b%a

3. SiINL,PL,NM,PM nof E,y E3ZNSo0PS:
ENexU [x|3 b

4. S E=[0] ENex "X
Demostracion:

1. SiNL oPLE E, entonces es trivia que E
Nex U PL Nex, y por tanto E Nex U
ly/x|<alb"y>b U [x|>yb/a" y>b:ta x
no existe.

2. SINL,PLno£ E, y EZ3NM oPM,
entonces ENex U PM Nex, y por tanto E
Nex U Jyix| <ab"yl (ab) O [x >
yb/a" yl (a,b) U |x|3b%a.

La dltima equivalencia se demuestra de la
siguiente manera:

U) trivial, yaque y<b.

P) tenemos [x| > b(b- 1/n)/ a "n;
tomando limites paran ® +¥ se obtiene:
x| 3b%a.

3. SINL,PL,NM,PM nof E,y E3ZNS0PS,
entonces E Nex U PSNex, y por tanto E
Nex U |yix| <ab"yl (0a) U |x >
yb/a"yl (0,a)U [x|3b.

La demostracion de la dltima equivalencia
esandogaalaanterior.

4. [0] Nex U 0 Ne x, que se satisface para
todo xI R.

En segundo lugar, dado un nimero real x y una
acuditativa E, las relaciones de Q-
despreciabilidad expresan la posibilidad de que
uno sea despreciable con respecto a otro:



Definicién 3. x es Q-despreciable respecto a E,
X Q-NeE, s $y1 E ta que x Ney

Las siguientes propiedades caracterizan esta

relacion:

Proposicién 3

1. SSE=[0]: xQ-NeEU x=0

2. S NSoPSEEyNL,PL,NM,PM nof E: x
Q-NeEU [x|<a’b

3. SNL,PL noEE, y E3SNMoPM: x Q-
NeEU [x|<a

4. SSNLoPLEE: xQ-NeE "x
Demostracion:
1. xQ-Ne[0] U xNe0O U x=0

2. SSNSoPSE Ey NL,PL,NM,PM nof E,
entonces estrivial quex Q-NeE U x Q-Ne
PS; por tanto: x Q-Ne E U $yl (0, a):
Ixly] <albU $yl (0, a): x| <ayhb U

x| <a’/b

La dltima equivaencia se demuestra de la
formasiguiente:

U) Bastatomary tal quebx/a <y <a

b) x| <ayhb<alb

3. SNL,PL nofEE, y EZ3NM o PM,
entonces. x Q-Ne E U x Q-Ne PM; por
tanto: x Q-Ne E U $yl (a,b): [xly| <
albU $yl (ab): [xj<ayb U [x|]<a
La demostracion de la dltima equivalencia
esandlogaalaanterior.

4. SINLoPL £E, entonces: x Q-NeE U x
Q-Ne PL; por tanto: x Q-Ne E U $y>b:
Ixly| < alb , que se satisface paratodo xI R.

Definicién 4. E es Q-despreciable respecto a X,
EQ-Nex, s $yl E taque yNex

Para estarelacion setiene:
Proposicién 4
1. S[0£E EQ-Nex"x

2. S[O]ncEE,yE3NSOPS: EQ-Nex "x
10

3. Si[0],NS,PSnof E,yE3NM oPM: E Q-
Nex U [x|>b

4. SIE=NL oE=PL: EQ-NexU [x|> b2a

Demostracion

1. S [0] £ E, dado que O Ne x se satisface
paratodo x| R, setieneE Q-Nex" xI R

2. S [0] nof E, y E 3NS o PS, entonces es
trivial que E Q-Ne x U PS Q-Ne x; por
tanto:

EQ-Nex U $yl (0, a): |y/x|<alb, que
se satisface paratodo xt 0.

3. S [0, NS, PSnof E, y E3NM o PM,
entonces estrivial que E Q-Nex U PM Q-
Ne x; por tanto:

EQNex U $yl(a,b): |y/x| <abU
$yl (a,b):y<|xlab U |x|>b.

La dltima equivalencia se demuestra de la
formasiguiente:

U) Basta tomar y tal que a < y <min
{b,x|a/b}

P) x| >by/la>Db

4. S E=NL o E=PL, entonces es trivia que E
Q-Nex U PL Q-Nex; por tanto:

EQ-NexU $y>b: lyxj<abU $ y>
b:y<ab 0 |x>b%a

La demostracion de la dltima equivalencia
esandogaalaanterior.

Finalmente, pueden compararse dos etiquetas
cuditativas a través de las dos relaciones
siguientes:

Definicion 5. E es despreciable con respecto
aEp E1NeE2 s xNey, "x1Ep, "yl
E2

gue dalugar alas siguientes caracterizaciones:
Proposicién 5

1. [0] NeE2," E21 S



2. SiE1! [0: E1 NeE2 U E1l {NS, PS,
[NS,PS]} y E2l {NL,PL}

Demostracion: basta considerar € caso en que

E2 esuna etiqueta bésica positiva, debido a

que E1 NeE2 U E1 Ne (-E2) y a hecho de

que st E2 = B1E...E Bk, unién de elementos

basicos, entonces E1 NeE2 U E1 NeBj " i

E1Ne[0] U E1=[0]

E1NePSU E1=[0], por laproposicion 1,
apartado 1)

Utilizando la proposicién 1, apartado 2): E;
NePM U |x|] £a’b<a, "x1E1U
E1=1[0]

Utilizando la proposicion 1, apartado 3):
E.NePL U |x| £a, "xTE1U E1=
[O]0oE1 =PS0E] =NSo0E71=[NSP]

Definicién 6. E1 es Q-despreciable respecto a
E2, E1 Q-NeEp, s $x1E;, $ylEx td
que y Nex

En este caso setiene;

Proposicion 6
1. Si[0] £E1: E1 Q-NeE2" x

2. SI[O]£E Yy E2NSo0PS E] Q-NeE2 "
E2! [O]

3. Si[0], NS, PSEE]: E1 Q-NeE2 U NL o
PL £ E2

Demostracion: basta considerar € caso en que
E2 esuna etiqueta bésica positiva, debido a

que E1 Q-NeE2 U E1 Q-Ne (-E2) y a hecho
deques E2 = B1E...E Bk, unién de elementos
bésicos, entonces E1 Q-Ne E2 U $ Bj tal que
E1 Q-NeBj

E1 Q-Ne[0] U $x TE1: x NeO U $x
TE1x=00 E12[0]
E1 Q-NePSU $xTEjq: |x| £a?b<aU
E13 PSONSoE1=[0]

E1Q-NePM U $xTEp: x| <aU Ep3
PSoNSo0E1 =[0]

E1 Q-NePL: se satisface para cualquier E1

4 Laaplicacion OMLAB

En esta seccibn se presenta la aplicacion
OMLAB, creada sobre MATLAB (version
5.1), desarrollada para trabgjar en espacios de
Ordenes de magnitud mixtos [Agell 98].

La aplicacibn OMLAB permite, en primer
lugar, generar espacios cualitativos de érdenes
de magnitud a partir de cualquier particion
finita y simétrica de la recta real; ya sea una
particion en 7 clases basicas como la
considerada en las secciones anteriores,
definida por los dos puntos frontera positivos a
y b (junto con, evidentemente, sus opuestos -a
y -b y € 0), o una particién de distinta
granularidad, definida por un conjunto finito de
puntos frontera positivos cualesquiera aj ,...
an.

Ademés la aplicacion OMLAB permite definir
operadores cualitativos y relaciones binarias y
resolver sistemas de ecuaciones linedles en
dichos espacios. Cabe destacar que la matriz
ampliada de los sistemas lineales cualitativos
que permite resolver la aplicacion puede
contener valores redles y valores cuditativos.
La aplicacion tiene un comodo interface con e
usuario tal como puede verse en lafigura 3.
Una vez introducida la particién de la recta
real, OMLAB genera e espacio de érdenes de
magnitud absolutos asociado. Para definir un
sistema de ecuaciones lineales, e usuario debe
introducir el nimero de ecuacionesy e niimero
de incdgnitas, entonces en cada una de las
posiciones correspondientes alos coeficientes y
a los términos independientes, se introduce €l
correspondiente valor cuantitativo o cualitativo
(tomando los valores cualitativos en el espacio
cualitativo previamente generado).

Para obtener las soluciones del sistema, €
programa utiliza primero como filtro las
relaciones binarias definidas en las secciones
anteriores para reducir la variabilidad de las
incognitas. Unavez reducido € subconjunto de



posibles soluciones, éstas se substituyen en
todos los sistemas que se pueden generar con
los elementos bési cos pertenecientes a las bases
de cada uno de los coeficientes.

El sistema se resuelve de forma secuencial, es
decir, cada una de las ecuaciones actlla como
filtro y en cada una de ellas se substituyen sélo
los valores cualitativos que son ya solucién de
las anteriores.

En lafigura 3 se muestra una pantalla en la que
se ha generado un espacio de drdenes de
magnitud con siete etiquetas bésicas, a partir de
los puntos fronteraa = 2 y b = 5 introducidos
por el usuario, y seplantea e siguiente sistema

lineal también introducido por el usuario:

P1* X1 + P3* X2 » [P1,P3]
1*X1+1*X2» P3

el programaresuelve este sistemalineal de dos
ecuaciones con dos incognitas, en e que
agunos coeficientes son cualitativos y otros
son cuantitativos. Las soluciones (X1,X2) son:
(P2,N3), (P2,N2), (P2,N1), (P3,N3), (P3,N2),
(P3,N1), (P3,[0]), (P3,RP1), (P3,P2), (P3,P3).
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